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Abstract
本稿はRIMSの研究集会 「表現論と組み合わせ論」 (2017年10月10
日~13日) での筆者の講演 “ルート系のLinia1配置と特性準多項式” の
講演に基づくノートである.内容は,
\bullet 超平面配置 (または整数ベクトルの有限集合) に対する特性準多項
式の導入,
\bullet ルート系に付随したLinia1配置の特性準多項式をルート系の Eu‐
lerian 多項式 (Lam‐Postnikov), 基本 Alcove のEhrhart 準多項式
を使って表示する公式の紹介,















式が持っている GCD性という性質に関するある (ちいさな) 予想を述べる.
§2ではルート系の Eulerian 多項式と基本 Alcove のEhrhart 準多項式を
使って,ルート系のLinial配置の特性準多項式を表示する公式とその応用を














発に研究されている [6, 5, 16]. Moci 氏等の主な動機は,トーラス配置 (トー
ラス (S^{1})^{n}, (\mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{n} 内の部分トーラスの和集合) の組み合わせ論的構造を扱う
枠組みの構築であったが,Ehrhart理論やグラフの不変量の精密化など様々な
方向へ応用されている.筆者は最近Ye Liu, Tan Nhat Tran との共同研究で,
可換 Lie 群 G に対して, G‐Tutte多項式なるものを導入した [15]. これは算
術Tutte 多項式が扱えるのが G=S^{1}, \mathbb{C}^{\mathrm{x}} だったのに対して) 有限アーベル群
も同時に扱えるようになり,特性準多項式を含める理論展開が可能になった.










q\in \mathbb{Z}_{>0} とする.整数ベクトル a=(a_{1}, \ldots, a_{\ell})\in \mathbb{Z}^{\ell} に対して,それを係
数に持つ一次式が定める超平面
H_{a}:=\{(x_{1}, \ldots,x_{\ell})|a_{1}x_{1}+\cdots+a_{\ell}x_{\ell}=0\}
が定まるが,これを \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q することで得られる \mathbb{Z}/q\mathbb{Z} 上の “超平面“ を
\overline{H}_{a}:=\{(x_{1}, \ldots,x_{\ell})\in(\mathbb{Z}/q\mathbb{Z})^{\ell}|a_{1}x_{1}+\cdots+a_{\ell}x_{\ell}\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q\}
ベクト)レたちのリスト \mathcal{A} = \{a_{1}, . . . , a_{n}\} \subset \mathbb{Z}^{\ell} に対して,それが定める
\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q 補集合を
M(\displaystyle \mathcal{A}, q):=(\mathbb{Z}/q\mathbb{Z})^{\ell}\backslash \bigcup_{i=1}^{n}\overline{H}_{a}:.
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と記す. M(\mathcal{A}, q) は有限集合であり,その位数 \# M(\mathcal{A}, q) が q にどのように依
存するのかは基本的な問題であるが,それが準多項式 (周期的な多項式) とし
てふるまうことが知られている.
Theorem 1.1. (Kamiya‐ Takemura‐ Terao [10]) 上の仮定の下,周期と呼ばれ
る正の整数  $\rho$>0 と多項式 f_{1}(t) , f_{2}(t) , . . . , f_{ $\rho$}(t)\in \mathbb{Z}[t] が存在して, \# M(\mathcal{A}, q)
が次のようにあらわされる.
\# M(\mathcal{A}, q)=\left\{\begin{array}{ll}
f_{1}(q) , & if q\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}  $\rho$\\
 f_{2}(q) , & ifq\equiv 2 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}  $\rho$\\
 f_{ $\rho$}(q) , & if q\equiv $\rho$ \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}  $\rho$.
\end{array}\right.
このような周期的な多項式を準多項式と呼ぶ.上の定理で主張されてい
る準多項式を \mathcal{A} の特性準多項式と呼び, $\chi$_{A}^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}}(q) , または  $\chi$quasi (\mathcal{A}, q) と記す.
さらに,特性準多項式は,次の GCD 性を持つことが知られている [10]:
(i,  $\rho$)=(j,  $\rho$)\Rightarrow f_{i}(t)=f_{j}(t) ,
言い換えると,Constituents f_{i}(t) は,  $\rho$ との最大公約数 (i, p) にのみ依存する.
Constituents の中で,特に f_{1}(t) (言い換えると, ( $\rho$, i) = 1 を満たす i に対す
る f_{i}(t)) を特性準多項式の prime constituent と呼ぶ.Athanasiadis [1, 3] に
より,prime constituent f_{1}(t) は, Aが定める超平面配置の特性多項式に等し
いことが知られている.
Example 1.2. \mathcal{A}=\{ (_{1_{\mathrm{I}}}^{0} , \mathrm{N}^{1}1), \left(\begin{array}{l}
3\\
1
\end{array}\right)\}\subset \mathbb{Z}^{2} とする.  $\rho$=6 となり,
\# M(A, q)= \left\{\begin{array}{l}
q^{2}-3q+2, \mathrm{i}\mathrm{f} q\equiv 1, 5 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}6\\
q^{2}-3q+3, \mathrm{i}\mathrm{f} q\equiv 2, 4 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}6\\
q^{2}-3q+4, \mathrm{i}\mathrm{f} q\equiv 3 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}6\\
q^{2}-3q+5, \mathrm{i}\mathrm{f} q\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6.
\end{array}\right.













準多項式の GCD 性は,母関数の部分分数分解の係数の有理性 (本来は複
素数が出てくる) として特徴づけることもできる.
最後に,上記の問題に関する筆者の最近の観察を述べる.
Conjecture 1.4. P を n次元の格子ゾノ トープとして, P を有理数ベクトル
a\in \mathbb{Q}^{n} で平行移動して得られる有理ゾノトープを P'=a+P とする.この
時, P' のEhrhart準多項式は GCD性を持つだろう.
2 ルート系のEulerian多項式と Ehrhart 準多項式
 $\Phi$ を階数 \ell の(既約な) ルート系として,正系 $\Phi$^{+} , 単純ルート \triangle=\{$\alpha$_{1}, . . . , $\alpha$_{\ell}\}
を固定する.最高ルート \overline{ $\alpha$} \in $\Phi$^{+} を単純ルートの一次結合で表した表示を
\overline{ $\alpha$}=c_{1}$\alpha$_{1}+\cdots+c_{\ell}$\alpha$_{l}(c_{i}\in \mathbb{Z}_{>0}) とする. $\alpha$_{0}:=-\overline{ $\alpha$}, c_{0}:=1 と置くと,
c_{0}$\alpha$_{0}+c_{1}$\alpha$_{1}+\cdots+c_{\ell}$\alpha$_{\ell}=0
という関係式が得られる.ルート格子 \mathbb{Z}\cdot $\Delta$ の双対格子を  Z( $\Phi$) とする.  Z( $\Phi$)\otimes
\mathbb{R} の部分集合で
$\alpha$_{1}\geq 0, $\alpha$_{2}\geq 0 , . . . , $\alpha$_{l}\geq 0, \tilde{ $\alpha$}\leq 1,
で定まる単体を基本 alcove といい, \overline{A}。で表し,そのEhrhart準多項式を
L_{ $\Phi$}(q):=\#(Z( $\Phi$)\cap(q\cdot\overline{A^{\mathrm{o}}}))
とする.
次に  $\Phi$ のEulerian 多項式を定義するのに必要な Weyl 群の元の ascent,
dscent を導入する.
Definition 2.1.  W を  $\Phi$ のWeyl 群とする.  w \in  W に対して,その as‐
cent/descent を
邸 \displaystyle \mathrm{c}(w)=\sum_{i:w $\alpha$.>0}c_{i}
\displaystyle \mathrm{d}\mathrm{s}\mathrm{c}(w)=\sum_{ii:w $\alpha$<0}c_{i},
ただし, \mathrm{a}s\mathrm{c}(w) の右辺の和は, i=0 , 1, . . . , \ell の中で,  w$\alpha$_{i}\in$\Phi$^{+} となるもの全
部にわたる和である.
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次の定義は Lam‐Postnikov [13] による.
Definition 2.2. f をルート系  $\Phi$ の連結指数,  $\Phi$ のEulerian 多項式  R_{ $\Phi$}(t) を
R_{ $\Phi$}(t)=\displaystyle \frac{1}{f}\sum_{w\in W}t^{\mathrm{a}s\mathrm{c}(w)}=\frac{1}{f}\sum_{w\in W}t^{\&\mathrm{c}(w)}.
(上の二つの定義が一致することは, W の最長元がルートの正負を入れ替え
ることから従う )
定義から自明というわけではないが, R_{ $\Phi$}(t) は整数係数多項式となる.一
般的な結果をいくつかのべる.
Proposition 2.3. (Lam‐Postnikov [13]) h を  $\Phi$ のコクセター数とする.
(1) \deg R_{ $\Phi$}(t)=h-1.
(2) t^{h}\displaystyle \cdot R_{ $\Phi$}(\frac{1}{t})=R_{ $\Phi$}(t) .
(3) R_{ $\Phi$}(t)\in \mathbb{Z}[t].
(4) R_{A_{\ell}}(t) は古典的な ( \mathfrak{S}p に付随した) Eulerian polynomial.
R_{ $\Phi$}(t) をルート系  $\Phi$ のEulerian 多項式と呼ぶのは,上記 Proposition (4)
により,  A型の場合は,古典的な Eulerian 多項式となるからである.
このProposition の証明は,直接も可能であるが,次の結果からも直ちに
従う.不思議なことに,階数 \ell のルート系  $\Phi$ のEulerian多項式  R_{ $\Phi$}(t) は,実質
的に R_{A_{\ell}}(t) からわかるということを主張している.
Theorem 2.4. (Lam‐Postnikov [13])
R_{ $\Phi$}(t)=[c_{0}]_{t}\cdot[c_{1}]_{t}\cdots\cdot[c_{\ell}]_{t}\cdot R_{A_{l}}(t) ,
ただし, [c] 一 \displaystyle \frac{t^{\mathrm{c}}-1}{t-1} である.
次に,Linial配置を含む,アフィンWeyl配置の有限部分配置のクラスを導
入する.正のルート  $\alpha$\in$\Phi$^{+} と整数 k\in \mathbb{Z} に対して,  $\alpha$=k が定める, Z( $\Phi$)\otimes \mathbb{R}
の超平面を H_{ $\alpha$,k} と書くことにする. a\leq b を満たす a, b\in \mathbb{Z} に対して,
\mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[a,b]}=\{H_{ $\alpha$,k}| $\alpha$\in$\Phi$^{+}, k\in \mathbb{Z}, a\leq k\leq b\}.
これは各ルート  $\alpha$ の値を  a から b まで動かして,平行移動した超平面を集め
た(アフィン) 超平面配置である.例えば \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[0,0]} } \mathrm{f}いわゆる鏡映面配置である.
様々な研究のなされている興味深い系列として,
. (Extended) Catalan 配置 : \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{1-m,m]},
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\bullet (Extended) Shi 配置 : \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1-m,m]},
. Linial 配置 :\mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1,m]},
などがある.このタイプの超平面配置が面白い性質を持つことは,1990年代後
半に [8, 19] によって明らかになり)特にその特性多項式が注目を集めている.
(Catalan /\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i} 配置に関するこれまでの研究に関しては[23] のIntroduction 参
照 ) .
Theorem 2.5. ([2, 12, 2幼記号は上の通りとする.
(1) (Catalan配置の特性準多項式) m\geq 0 とすると,
$\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}s\mathrm{i}}(\displaystyle \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{1-m,m]}, q)=\frac{\# W}{f}L_{ $\Phi$}(q-mh) .
(2) 置腕配置の特性準多項式)
$\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}}(\mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1-m,rn]}, q)=(q-mh)^{p}.
[23] の主結果は Linial 配置に対しても,特性準多項式が,Ehrhart 準多項
式 L_{ $\Phi$}(t) を使って表示できるというものである.そのために必要なシフト作
用素 S を (Sf)(q)=f(q-1) で定義する.例えば上の定理から,Catalan, Shi
配置の特性準多項式をシフト作用素を使って表すと,
$\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}s\mathrm{i}}(\displaystyle \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{1-m,m]}, q)=\frac{\# W}{f}(S^{(m+1)h}L_{ $\Phi$})(q) , $\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}s\mathrm{i}}(\mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1-m,m]}, q)=(S^{mh}q^{\ell})
となる.
Theorem 2.6. ([23, Theorem 5.2])
$\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}}(\mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1,m]},q)=(R_{ $\Phi$}(S^{m+1})L_{ $\Phi$})(q) .
この公式からはLinial 配置に関して多くのことがわかる.例えばこれと
Eulerian 多項式の双対性と組み合わせることで,
$\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}}(\mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1,m]}, q)=(-1)^{\ell}$\chi$^{\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}} ( \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1,m]} ,mh — q)
という関係式が得られる.これはPostnikov‐Stanley [19] によって予想されて
いた関数等式の特性準多項式への一般化である.(Prime constituent を取れ
ば,Postnikov‐Stanley の予想が得られる.) また,Linial 配置の特性多項式の
零点が,実部 \displaystyle \frac{mh}{2} の直線上に並ぶであろうという [19] の予想がm\gg 0 の時に
成立することが(いくらか長い議論の末に) 得られる [24].
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この定理の特殊な場合として, m=0 と置くことによって, \mathcal{A}_{ $\Phi$}^{[1,m]} は空集
合となるが,定義から空な超平面配置の特性準多項式は q^{\ell} であり,次を得る.
ゲ =(R_{ $\Phi$}(S^{1})L_{ $\Phi$})(q) .
これは, A型の場合は Worpitzky の公式 [22] と呼ばれているものである.こ
れの最も簡単な場合は以下の自明な等式である.




[3] が,ABCD 型の配置の特性多項式の表示を既に得ている. A型の場合に




R_{A_{\ell}}(x^{m})\displaystyle \equiv (\frac{1+x+\cdots+x^{m-1}}{m})^{\ell+1}R_{A_{\ell}}(x) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (x-1)^{p+1}.
この合同式がこれまで意識されていたのかどうかわからないが, m=2 の場
合は Euler が 負の偶数 s に対して  $\zeta$(s)=0 となることの証明で,実質的にこ
の合同式を使っている.この合同式については,[9] で詳しく調べられており,




既に述べた通り,特性準多項式のConstituents f1(t) , . . . , f_{ $\rho$}(t) のうち,prime
constituent f_{1}(t) は,超平面配置の特性多項式であるという重要な意味を持っ
ていた.他の constituents がどのような意味を持つのかを問うのは自然であ
ろう.最も退化したConstituent f_{ $\rho$}(t) がトーラス配置と関係していることが
分かるので,その主張を手短に紹介する.(詳細は [15])
整数ベクトル a= (\mathrm{a}_{1}, \ldots, a_{\ell}) \in \mathbb{Z}^{\ell} に対して,それが定める指標 ((\mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{\ell}
から \mathbb{C}^{\mathrm{x}} への写像) の核
T_{a} :=\{(t_{1}, \ldots, t_{\ell})^{i}n(\mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{\ell}|t_{1}^{a_{1}}\cdots\cdot\cdot t_{\ell}^{a\ell}=1\}
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を考える.整数ベクトルのリスト \mathcal{A}=\{a_{1}, . . . , a_{n}\}\subset \mathbb{Z}^{\ell} に対して,それが定
める部分トーラス配置 \{T_{a_{1}}, . . . , T_{a_{n}}\} を考える.この部分トーラスおよびそ
の共通部分の連結成分たちが,包含関係から定まる順序によって有限順序集
合をなす.この順序集合の特性多項式を $\chi$_{A}^{\mathbb{C}^{\mathrm{x}}}(t) で表す.
Theorem 3.1. (Liu, Tlran, Yoshinaga, [15, Corollary 5.6]).
f_{ $\rho$}(t)=$\chi$_{A}^{\mathbb{C}^{\mathrm{x}}}(t) .
この結果と [7, 16] の結果を合わせることで(もしくは[15, Theorem 7.7]),
トーラス配置の補集合 M=(\displaystyle \mathbb{C}^{\mathrm{x}})^{\ell}\backslash \bigcup_{i}T_{a}: のPoinca é 多項式が,constituent
f_{ $\rho$}(t) を使って
P_{M}(t)=(-t)^{\ell}\displaystyle \cdot f_{ $\rho$}(-\frac{1+t}{t})
とあらわされることがわかる.
Theorem の証明は [15] で導入された G‐Tutte多項式 T_{A}^{G}(x, y) , およびその
特殊化である G‐特性多項式 $\chi$_{A}^{G}(t) , を使ってなされる.一般に特性準多項式
のconstituent f_{k}(t) は G‐特性多項式を使って f_{k}(t) =$\chi$_{A}^{\mathrm{Z}/k\mathrm{Z}}(t) とあらわされ
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ものです.
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